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Operaciones con conjuntos difusos

Operaciones con
subconjuntos difusos

= Operaciones unarias
= Normalizacion
= Concentracion
= Dilatacién
= Intensificacion del contraste
= Difuminacioén
= Relaciones entre conjuntos difusos
= Igualdad
= Inclusidn
= Operaciones conjuntistas: union, interseccion, negacién

= Normas y conormas triangulares
= t-normas
= t-conormas (a.k.a. s-normas)
= Funciones de negacion




Operaciones unarias

Normalizacion [normalization]

Convierte un conjunto difuso no normalizado (a.k.a.
“subnormal”) en uno normalizado.

norm,(X) = A(X) / altura(A)

Operaciones unarias

Concentracion [concentration]

La funcidon de pertenencia toma valores mas pequenos,
concentrandose en los valores mayores:

con,(X) = AP(X), con p>1
(normalmente, p=2)




Operaciones unarias

Dilatacion [dilation]
Efecto contrario a la concentracion, dos alternativas:

dil,(X) = Al/r(X), con p>1
(normalmente, p=2)

dil,(X) = AP(X), con pe(0,1)
(normalmente, p=1/2)

Alternativa:
dil,(X) = 2A(x) — A%(X)

Operaciones unarias

Intensificacion del contraste
[contrast intensification]

Disminuyen los valores menores que 1/2,
se aumentan los valores mayores:

int,(X) = 2P1 AP(X) cuando A(X) < 0.5
int,(X) = 1 - 2P1 (1-A(X))P en otro caso




Operaciones unarias

Difuminacion
[fuzzification]

Operador contrario a la intensificacion del contraste:

fuzzy,(X) = sqrt(A(X)/2) cuando A(X) < 0.5
fuzzy,(X) = 1 — sqrt((1-A(X)/2) en otro caso

Relaciones entre conjuntos

Igualdad [equality]
Dos conjuntos difusos definidos en el mismo universo
son iguales si tienen la misma funcion de pertenencia

A=B < AX) = B(x), ¥xeX

Un conjunto difuso esta incluido en otro
si su funcion de pertenencia toma siempre

Inclusion [inclusion] V

valores mas pequefos:

AcB < A(X) <B(x), vxeX




Relaciones entre conjuntos

Inclusion difusa [fuzzy inclusion]

Si el universo es finito, podemos relajar la condiciéon de
inclusion para medir el grado en el que un conjunto
difuso esta incluido en otro (Kosko, 1992):

S(A,B) = <card(A) — 2 max{0,A(x) — B(x)}

xeX

card(A)

El cardinal, en el sentido de Zadeh, como suma de los
grados de pertenencia:

card(A) = 2 A(x)

xeX

Relaciones entre conjuntos

Inclusion difusa [fuzzy inclusion]
EJEMPLO

A =0.2/1+ 0.3/2+ 0.8/3+ 1/4 + 0.8/5 card(A) = 3.1
B=0.2/2+ 0.3/3+ 0.8/4+ 1/5 + 0.1/6 card(B) = 2.4

S(A,B) = 1/3.1 (3.1 — (0.2+0.1+0.5+0.2+0+0) )

=2.1/3.1=0.68
S(B,A) = 1/2.4 (2.4 — (0+0+0+0+0.2+0.1) )
=2.1/24=0.88

B esta mas incluido en A que A en B




Relaciones entre conjuntos

Operaciones conjuntistas

= Unidn

(AUB)(x) = A(x) V B(x) = max{A(x), B(x)}

= Interseccion

(ANnB)(x) = A(x) AB(x) = min{A(x), B(x)}

= Negacion

A(x)=-4AKx) =1—-A(x)

Relaciones entre conjuntos

Operaciones conjuntistas
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Relaciones entre conjuntos

Operaciones conjuntistas
PROPIEDADES BASICAS

= Idempotencia
AUA=A4
ANA=A
= Conmutativa
AUB=BUA
ANnB=BnNnA

= Asociativa
AUBUC=AuUuBUC)=(AuB)uUC

ANBNnC=AnBnC)=(AnNnB)NnC

Relaciones entre conjuntos

Operaciones conjuntistas
PROPIEDADES BASICAS

= Distributiva
AUuUBNC)=((AUB)N(AuC)
ANBUC)=((ANB)UANC)
= Involucion (doble negacion)
—(=4) = A
= Condiciones frontera o limite
Aup=A
AuX =X
ANP =20
ANX=A4




Relaciones entre conjuntos

Operaciones conjuntistas
PROPIEDADES BASICAS

= Leyes de De Morgan

= Propiedad transitiva

ACBYy Bc(C implicaAdcC

Normas y conormas triangulares

= Establecen modelos genéricos para
las operaciones de unidn e interseccion.

= Deben cumplir ciertas propiedades basicas:
= Conmutativa
= Asociativa
= Monotonicidad
= Condiciones frontera




Normas y conormas triangulares

Norma triangular, t-norma

Operacion binaria t: [0,1]2 — [0,1]
que cumple las siguientes propiedades:
= Conmutativa:
xXty=ytx
= Asociativa:
xtytz=xt(ytz)=(xty)tz
= Monotonicidad:
Si X<y y w<z entonces xtw<ytz

= Condiciones frontera:

xt0=0 xtl=x

Normas y conormas triangulares

Conorma triangular, t-conorma o s-norma

Operacion binaria s: [0,1]2 — [0,1]
que cumple las siguientes propiedades:
= Conmutativa:
XSYy=YSX
= Asociativa:
XSysz=xs(ysz)=(Xsy)sz
= Monotonicidad:
Si X<y y w<z entonces xXsw<ysz

= Condiciones frontera:

Xs0=x xsl=1




Normas y conormas triangulares

t-norma del minimo (A)

La funcion minimo es una t-norma, extension natural de
la interseccion en conjuntos difusos.

t-conorma del maximo (v)

La funcidn maximo es una t-conorma, extension natural
de la unién en conjuntos difusos.
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= Producto
tx,y) =x-y

» t-norma de Lukasiewicz

t(x,y) =max{x +y—1,0}




Normas y conormas triangulares

Otras t-normas

= Producto drastico

X siy=1
tx,y) =1y six=1
0 enotrocaso
= Producto acotado

t(x,y) =max{0,(1+p)x+y—-1) —pxy},p=-1
t(x,y) = ﬁ/max{O,xp +y? -1}, p >0

= Producto de Hamacher

Xy
tx,y) =

,p=0
p+(1—-p)x+y—xy)

Normas y conormas triangulares

Otras t-normas
= Familia Yager

t(x,y) =1 —min{l,zi/(l —x)P + (1 —y)P},p >0

» Familia Dubois-Prade

Xy
t(x,y) =

max{x,y,p}

0 €[0,1]

= Familia Frank
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t(x,y) = log, (1 + >~ 1




Normas y conormas triangulares

Otras t-normas
= Producto de Einstein

xy
t(x,y) =

1+A-x)+0-y)

t(x,y) = ,p>0

= Suma (dual de la t-norma del producto)

s(x,y)=x+y—x-y

» t-conorma de Lukasiewicz

s(x,y) = min{x + y, 1}




Normas y conormas triangulares

Otras t-conormas (s-normas)
= Suma drastica

y six=0
s(x,y) =1x siy=0

1 enotrocaso

= Suma acotada

s(x,y)=min{l,x +y+pxy},p=0

= Familia Sugeno

s(x,y) =min{l,x+y+p —xy},p=0

Otras t-conormas (s-normas)
= Familia Yager

s(x,y) = min{l, "xP + yp},p >0

= Familia Dubois-Prade
1-x1-y)

» Familia Frank

- —1))

s(x,y) = log, <1 + =1




Normas y conormas triangulares

Propiedades: Norma dual o conjugada
Para cada t-norma existe una s-norma dual o conjugada
(y viceversa)

s(x, y)=1-t(1-x,1-y)
tx,y)=1-s(1-x,1-y)

Propiedad equivalente a las leyes de De Morgan de la
teoria de conjuntos difusos (en conjuntos crisp se aplican
a la unioén y a la interseccion):

Normas y conormas triangulares

Propiedades: Ordenacion
t-normas y s-normas no pueden ordenarse

No obstante, se pueden identificar
las mayores y menores t-normas y s-normas posibles:

= Mayor t-norma: Funcién minimo
= Menor t-norma: Producto drastico

= Mayor t-conorma (s-norma): Suma drastica
= Menor t-conorma (s-norma): Funcion maximo




Normas y conormas triangulares

Propiedades: Ordenacion

Algunas familias cubren el espectro completo, p.ej. Yager
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Normas y conormas triangulares

Propiedades: Ordenacion

= t-normas y t-conormas corresponden
difusas de interseccion y union.

a las operaciones

= También existen otras operaciones de agregacion
intermedias (p.ej. OWA [ordered weighted averaging]).
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FUZZY SETS AND
FUZZY LOGIC

Theory and Applications

George J. Klir/Bo Yuan




Normas y conormas triangulares

Propiedades: Normas arquimedianas

= t-norma arquimediana:

Si la t-norma es continua y subidempotente
Xtx < x vxe(0,1)

= S-norma arquimediana:

Si la s-norma es continua y superidempotente
XsX> X, vxe(0,1)

Normas y conormas triangulares

Propiedades: Normas arquimedianas

= t-norma arquimediana:
Se puede describir por una funcion continua y
estrictamente decreciente f: [0,1] — [0, o) con f(1)=0.

= S-norma arquimediana:
Se puede describir por una funcidn continua y
estrictamente creciente g: [0,1] — [0, «) con g(0)=0.




Normas y conormas triangulares

Propiedades: Normas arquimedianas

= t-norma arquimediana:
t(a,b) = fU( f(a) + f(b) )

EjeMpLO: f(X)=(1-x)P da lugar a las t-normas de Yager.

= S-norma arquimediana:
s(a,b) = gt( g(a) + g(b) )

EJEMPLO: g(Xx)=xP da lugar a las t-conormas de Yager.

TABLE3.2 SOME CLASSES OF FUZZY INTERSECTIONS (t-NORMS) FUZZY SETS AND

Formula Decreasing Parameter FUZZY LOGIC

Reference i(a,b) geacrator f(a) range

1 A 1 A * - 1 A
Doumbi [1982] 1+ (;-l) +(E") (;-1) A>0
Frank [1979) log, [l+ (""”_(’:")] -In("-;‘-_:i-l-) $>0,5%1

ab a
Hamacher [1978] T+(d-N@+b-ab) ""(r +(l-r)a) r>0
Schweizer
&S:lcnl[lml {max(0, a? +b’-l))’ 1-a? P#0
1-[1-a)f +(1-b) . :
Schweizer & Sklar 2 —(-ay)}
cizer Jar —0-ay(t— b)'l; o[l - (1-a)?] p>0

Schweizer & Sklar 3 exp(=(Ilaal? +|lab}?)}) |lnaf? p>0
Schweizer & Sklar 4 ab 1 2>0

[a? + b —apbo]}
Yager [19801] 1-m'm[1.[(1-a)"+(l-b)"|$] (1-a) w>0
Dubos & Prade {1980] #’bu) «€[0,1]
Weber [1983) max (o, L’*Ll"#-ﬂ) %Il[l +A(1-a)] A> -1
Yu [1985] wax{0, (1 +2)(a +b— 1) = Aab] LERE L As 1

' A 1+




Normas y conormas triangulares

TABLE3.3 SOME CLASSES OF FUZZY UNIONS (-CONORMS) FUZZY SETS AND

Formula Increasing Parameter
Reference u(a,b) geaerator g(a) range

v (@)@ |Gy | e
)

1 1- l-a _
Frank (1979) 1-log, [1+(’ Ll ) -m(" : l) s>05#1
s=1 s=1 I

a+b+(r—2)ab 1-a
Hamacher [1978)] TG —Tab -h(r——+(l-r)(l-a)) r>0
Schweizer
& Stiar 1 11963 1 - (max(0, (1 - @) + (1 - b)? ~ 1))} 1-(1-a)? p#0
Schweizer & Sklar 2 (a? + % - aPb?)} 10{1 - a?) p>0
Schweizer & Sklar3 | 1 - exp(=(I1n(1 — a)|? + [1a(1 - B)[)3) Jin(1 - a)|? p>0

(1-a)(1-b)

Schweizer & Sklar 4 1- (1=-a)?-1 p>0
[(1=a)? +(1~b)? = (1—-a)P(1~by?)
Yager [1980f] min [1. (@ + b')*] a* w>0
(1-a)(1-b)
Dubois & Prade {1980] 1- m a€(0,1]
. RS 1 1+
Weber [1983] min (l.a +b- mnb) T v A>-1
Ya (1985) min(l, a +b + Aab) % In(1 + 2a) A> -1

Funciones de negacion

Generalizan el complemento o negacién
de un conjunto difuso:

Operaciones unarias N: [0,1] —» [0,1]
que cumplen las siguientes propiedades:
= Monotonia: N es no creciente.

= Condiciones frontera: N(0)=1, N(1)=0.

Pueden anadirse otras propiedades si es necesario:
= Continuidad: N es una funcion continua.
= Involucion: N(N(x))=x, para xe[0,1]




Funciones de negacion

EJEMPLOS
Funciones de negacion no involutivas

= Funcion umbral

1 six<t
N(x) = t € [0,1]

0 six=>t

= Negacion “drastica”

1 six=0
N(x)={

0 six>0

Funciones de negacion

EJEMPLOS
Funciones de negacion involutivas

= Familia Sugeno

N(x) = A€ (—1,)

1+ Ax
= Familia Yager

N(x)=V1—-x% w e (0,0)

Con =0 o w=1, £
obtenemos la funC|on de negacion original N(x) = 1 — x § 3\7‘\




Funciones de negacion

EJ E M PLOS FUZZY SETS AND
Funciones de negacion involutivas
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Sugeno

Yager

Funciones de negacion

EJEMPLOS
Funcidn continua pero no involutiva

N(x) = %(1 — COS TTX)

FUZZY SETS AND
FUZZY LOGIC




Sistema formal

de operaciones logicas

Sistema (t,s,N) formado por
una t-norma, una s-norma y una negacion N,
donde
la t-norma y la s-norma son duales con respecto a N:

x sy = N(N(x) t N(y))
x ty = N(N(x) s N(y))

EJEMPLO (el mas empleado)
= t(x,y) = min{x,y}

= s(x,y) = max{x,y}
= Nx)=1-x

Sistema formal

de operaciones logicas

t-normas y t-conormas duales
... con respecto al complemento estandar (1-x):

| tmorma_ | t-conorma |
min{x,y} max{x,y}
Xy X+Yy-xX'y
max{0,x+y-1} min{1,x+y}
producto drastico suma drastica
t-normas de F t-conormas de F

... con respecto al complemento de Sugeno:

min{x,y} max{x,y}
producto x'y t-conorma de Hamacher

t-norma de Weber t-conorma de Yu




Caso practico

Satisfaccion de restricciones

Muchos problemas practicos se pueden plantear como
problemas de satisfaccion de restricciones (en inglés,
CSP [Constraint Satisfaction Problems]).

Coloreado de grafos, sudokus,

confeccion de horarios...

Si podemos relajar las restricciones, podemos usar
directamente operaciones difusas sobre conjuntos

Caso practico

Satisfaccion de restricciones

EJEMPLO: HORARIO DEL MASTER

Tenemos varios "“stakeholders” con intereses y
preferencias particulares...

= La Universidad, interesada en captar estudiantes y
mantener su reputacion.

= Los estudiantes, muchos de ellos compaginando un
trabajo con sus estudios.

= Los profesores, que tienen que cumplir con otras
obligaciones (personales y profesionales).




Caso practico

Satisfaccion de restricciones

EJEMPLO: HORARIO DEL MASTER
Definimos algunos conjuntos difusos

Tembrano Por la Por la A ultima
p MELELTE medlodla tarde hora

08-10

10-12 0.25 1.0 0.25 0.0 0.0
12-14 0.0 0.75 0.75 0.0 0.0
14-16 0.0 0.25 1.0 0.50 0.0
16-18 0.0 0.0 0.25 1.0 0.0
18-20 0.0 0.0 0.0 1.0 0.25
20-22 0.0 0.0 0.0 1.0 1.0

m-nnnnnn

Finde 0.0 0.50 1.0 1.0

Caso practico

Satisfaccion de restricciones

EJEMPLO: HORARIO DEL MASTER
Preferencias de la Universidad...

08-10 0.50 0.50
10-12 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.50 0.50
12-14 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.50 0.50
14-16 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.50 0.50
16-18 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.50 0.50
18-20 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.50 0.50
20-22 1.0 1.0 1.0 1.0 1.0 0.50 0.50

Con cierto margen para tareas de limpieza y
mantenimiento entre turnos (a mediodia)

y preferiblemente no en fin de semana (por “ahorrar”). 2




Caso practico

Satisfaccion de restricciones

EJEMPLO: HORARIO DEL MASTER
Preferencias de los estudiantes...

08-10 050 050 050 050 050 0.25 0.25
10-12 050 050 050 050 050 0.25 0.25
12-14 050 050 050 050 050 0.25 0.25
14-16 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25
16-18 1.0 1.0 1.0 1.0 0.75 0.25 0.25
18-20 1.0 1.0 1.0 1.0 0.75 0.25 0.25
20-22 1.0 1.0 1.0 1.0 0.75 0.25 0.25

Preferiblemente por las tardes (para compaginar las
clases con un trabajo por la manana), no a la hora de
comer y tampoco en fin de semana (para ...).

Caso practico

Satisfaccion de restricciones

EJEMPLO: HORARIO DEL MASTER
Preferencias de los profesores...

08-10 0.75 0.75 0.75 0.75 0.75 0.25 0.25
10-12 1.0 1.0 1.0 1.0 0.75 0.25 0.25
12-14 1.0 1.0 1.0 1.0 0.75 0.25 0.25
14-16 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25
16-18 0.75 0.75 0.75 0.75 0.50 0.25 0.25
18-20 0.75 0.75 0.75 0.75 0.50 0.25 0.25
20-22 050 050 050 050 050 0.25 0.25

Ni a primera ni a Ultima hora (por los motivos que sean)

y tampoco en fin de semana (especialmente los vierness

por la tarde). Por conciliacion familiar (iejem!
comodidad), también mejor por las mafianas...




Caso practico

Satisfaccion de restricciones

EJEMPLO: HORARIO DEL MASTER
Combinacion de preferencias

08-10 050 050 050 050 050 0.25 0.25
10-12 050 050 050 050 050 0.25 0.25
12-14 050 050 050 050 050 0.25 0.25
14-16 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25
16-18 0.75 0.75 0.75 0.75 0.50 0.25 0.25
18-20 0.75 0.75 0.75 0.75 0.50 0.25 0.25
20-22 050 050 050 050 050 0.25 0.25

Usando una t-norma (interseccion difusa),
obtenemos el horario del master...
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